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[l Motivation

Der vorliegende Versuch soll zu einem vertieften Vers#ndnis der Theorie der
optischen Abbildung beitragen. Es wird dabei die Rolle der Beugung am Ob-
jekt, also des abzubildenden Gegenstandes, beim Zustandekommen des Objekt-
bildes untersucht. Das Beugungsbild des Objektes entsteht zum ersten Mal in
der Brennebene einer Linse, die hinter dem Objekt aufgestellt ist. Es hei t{
aus Grenden, die im Lauf der Lektere verstandlich werden sollen{ auch,, Fou-
rierbild\, die Brennebene, in der es entsteht, nennt man, Fourierebene\. Ernst
Abbe, der Jenaer Physiker, der sich 1873 mit den Fragen der prinzipiellen
Au esung eines Mikroskopes befa te, nannte das Beugungsbild dagprimare
Bild\ und das wbliche Bild des Objektes das,sekundare Bild\. In der Betrach-
tungsweise der Fourieroptik ist ein Bild, das von einer Linse entworfen wird,
die Summe{ das Integral{ aller am Objekt gebeugten Teillichtbeindel. Die Linse
erfullt dabei nur die Funktion, diese Teilbeindel im Endlichen{ der Bildebene{
zusammenzuéhren. Um zu untersuchen, welchen Beitrag die verschiedenen
Beugungsordnungen zum entstehenden Bild liefern{ also dessen Helligkeits-
verteilung, Bildscharfe{ erlaubt es der Aufbau, u.a. gezielt in der Fourierebene
einzelne Beugungsordnungen auszublenden bzw. zuzulassen und am Bild zu
verfolgen, wie sich dabei dessen Struktuandert.

An dem formal besonders einfach zu behandelnden aber auch als Modell be-
sonders wichtigen Objekt, Spalt\ wird zun achst die Intensitatsverteilung eber
die Spaltbreite bei Zulassung einer zunehmenden Zahl von Beugungsordnun-
gen zum Spaltbild mit einer emp ndlichen CCD-Zeilenkamera gemessen. Die
jeweils beobachtbaren charakteristischen Bildstrukturen lonnen mit den Ergeb-
nissen einer theoretischen Analyse verglichen werden, in welcher das Bild aus
den jeweils zur Abbildung zugelassenen Beugungsordnungen wieder mehr oder
minder vollstandig zusammengesetzt wird. Diese theoretische Analyse wird mit
Hilfe des Programms\Mathematica\ auf einem PC durchgefihrt, wobei mit we-
nigen Programmzeilen Fourierintegrale bestimmt und damit errechnete Spalt-
bilder geplottet werden kennen. An dem etwas komplexeren aber immer noch
mathematisch genau und einfach zu behandelnden Doppelspalt werden analo-
ge Untersuchungen durchgafhrt. Dar mberhinaus wird an diesem Modellobjekt
das Problem der Au esung der Doppelstruktur experimentell sowie durch Si-
mulationsrechnungen mit Mathematica untersucht.

IV Vorbereitung

Machen Sie sich vertraut mit den Themen der geometrischen Optik, der opti-
schen Abbildung (Linsenformel, Abbildungsma stab), der Fraunhoferbeugung
und den mathematischen Regeln der Fouriertransformation. Schauen Sie sich
auch nochmals den Versuch,Optische Abbildung\ an, den Sie im Praktikum |
durchgefuhrt haben.

V Aufgaben

Ein einfacher optischer Aufbau mit wenigen Linsen, einem Strahlteiler sowie
einem kleinen Diodenlaser als spektral schmale, intensive Parallellichtquell
ermeglicht es, simultan sowohl das Beugungsbild des Objektes (hier Spalte,
Gitter, Kreuzgitter etc.) als auch das wbliche Bild des Objektes selbst darzu-
stellen. Durch Eingri e in der ,Fourierebene\{ das ist die Ebene, in der die
Beugungsstruktur erstmals auftritt{ werden gezielt die Beitr age der einzelnen
Beugungsordnungen zum Objektbild sichtbar gemacht und ennen quantitativ
verfolgt werden.

Folgende Aufgaben sollen bearbeitet werden:

1. Aufbau der bemstigten optischen Anordnung.

2. Registrierung und Ausmessung der Beugungs gur eines Einfachspaltes mit
einer CCD-Kamera.

3. Registrierung und Ausmessung des Spaltbildes mit der CCD-Kamera bei
gezielten Manipulationen (Ausblenden/Zulassen verschiedener Beugungs-
maxima) in der , Fourier-Ebene\ (Fouriersynthese).

4. Zu Aufgabe 2 und 3 analoge Untersuchungen an einem Doppelspalt. Auf-
suchen von Beugungs gur und Objektbild, zunachst mit dem Auge, dann
mit der Kamera. Messungen zur Grenze der Auesung der Doppelstruktur.

5. Quantitativer Vergleich der bei 2.) bis 4.) gemessenen Strukturen mit den
theoretisch zu erwartenden Intensi@tspro len (u.a. Verwendung des Pro-
grammes Mathematica, bei dem Versuch auf dem PC installiert). Simula-
tion des Grenzfalles, Verschwinden der Doppelstruktud beim Doppelspalt
mit Hilfe von Mathematica und Vergleich mit dem Experiment.
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6. Qualitative Beobachtung verschiedener Beugungsobjekte bei Manipu-
lationen in der Fourierebene (Liniengitter, Kreuzgitter, beugungsfreier
Spalt,...).

VI

Die , klassische\ Theorie der Beugung

Grundlagen

Prinzipiell gibt es zwei Versuchsanordnungen, mit denen sich Beugungserschei-
nungen untersuchen lassen. Bei der Fresnelschen Beugung (Abbildung 3a), die
den allgemeinen Fall der Beugung beschreibt, be nden sich die Lichtquelle und
die Beobachtungsebene in einem endlichen Abstand zum beugenden Objekt.
Diese Anordnung #ihrt dazu, dass die im Punkt A interferierende Lichtbeindel
unter verschiedenen Winkeln gebeugt werden. Die mathematische Behandlung
dieser Beugungserscheinung ist daheswu erst kompliziert. Einfacher gestaltet
sich der Fall, wenn nur parallele Lichtbendel vorhanden sind. Bei dieser
sogenannten Fraunhoferschen Beugung (Abbildung 3b) be ndet sich die
Lichtquelle im Unendlichen, so dass das beugende Objekt von parallelem
Licht beleuchtet wird. Da alle Lichtb eindel parallel sind, interferieren diese im
Unendlichen. Will man die Intensitatsverteilung in einem endlichen Abstand
beobachten, so ist dies mit einer Sammellinse hinter dem beugenden Objekt
meglich. Die Beugungsstrukturen lassen sich dann in der Brennebene der Linse
beobachten (Denken Sie an die elementaren Linsengesetze: Parallelstrahlen
werden zu Brennpunktstrahlen). ®berlegen Sie sich, dass die Gre der
Beugungsstruktur von der Brennweite der verwendeten Linse abangt.

Wir wollen hier nur auf die Fraunhofersche Beugung eingehen und als Beispiel
die Beugung an einem Spalt untersuchen.

Ein Spalt (Abbildung 4) wird von einem parallelen und monochromatischen
Lichtstrahl der Wellenl ange beleuchtet. Wir kennen infolgedessen sagen, dass
alle Punkte des Spaltes mit gleicher Amplitude Eq und Phase' = !t erregt
werden:

E(Spalt) = E(y) = Eo€" 1)

Die Breite des Spaltesd werde in y-Richtung gemessen, der Nullpunkt liege in
der Mitte des Spaltes. Zudem soll die lange sehr gro gegember der Breite
sein, so dass das einfallende Lich#mdel nur in einer Dimension begrenzt wird.
Gema dem Huygens- Fermat'schen Prinzip geht von jedem Punkt des Spaltes
eine Elementarwelle aus, derertJberlagerung zu einer bestimmten Intensiats-

a) Fresnelsche Beugung b) Fraunhofersche Beugung

paralleles
Licht Beobachtungsebene
a im Unendlichen
Beugungsobjekt Beobachtungsebene
a
a,Fa, e
Lichtquelle
Beobachtungsebene
—ay) A
Linse f
paralleles
Licht
—I\ A

Abbildung 3: a) Fresnelsche Beugung. b) Fraunhofersche Beugung. Die Beo
achtungsebenessst sich mit Hilfe einer Linse aus dem Unendlichen auf einen
endlichen Abstand verlegen.

verteilung im Unendlichen, bzw. in der Brennebene einer Linse, efhrt. Wir
meissen dazu alle Teillmindel untersuchen, die parallel zueinander in einer be-
stimmten Richtung laufen. Mathematisch bedeutet dies die Au ntegration
ebener Wellen aus den Quellpunkten des Spaltes:

7%
El ( ): Eoei(!t kl)dy:

)
Hierbei ist k = 2 = der Betrag des Wellenvektors. Aus Abbildung 4b ist
zu erkennen, dass ein bey ausgehendes Lichteindel gegember einem vom

Mittelpunkt des Spalts ausgehenden Lichttendel einen Gangunterschied von
ysin aufweist. Far die Weglangel gilt dann:

)

=R+ ysin: 3)
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Schirm

D=ftan a~fsin a

Abbildung 4: a) Fraunhofersche Beugung am Spalt. Das in Richtung gebeug-
te Parallellichtbendel wird auf einen Punkt in der Brennebene der Linse, im
Abstand von der optischen Achse abgebildet. b) Detailansicht zur Brittlung
des Gangunterschiedes eines voy ausgehenden Lichtbndels.

Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung (2) und Ausihren des Integrals ergibt:

ik sin d= 2 ik sin d= 2
kR) e €

E = Eoe/(" —— 4
1 () =Eoe o (4)
- sin d sin =

—Eq.d(t KkR) . . 5
o€ sin = ' ©)
wobei wir die Beziehung _
e' =cos isin (6)
benutzt haben. Setzen wir zur Abkeirzung
X = d sin (7)
so erhalten wir )
E1 (x)= Eqe® kR)S'Xﬂd: ®)

Zur Bestimmung der Intensitat muss Gleichung (8) noch quadriert werden:

2 2
sin? x sin? x
d*/ 1o SR 9)

X2

I1 (X)/

Spalt Linse Brennebene
der Linse

4 l(x)

i

4 4

f

Abbildung 5: Intensitatsverteilung | (x) = 1o sin®(x)=x% der Beugungsstruktur
eines Spalts in der Brennebene der Linse (Fourier- Ebene).

wobeilg/ d? ist.

Die Intensitatsverteilung ist in Abbildung 5 dargestellt.
Exkurs: Fourierreinen und Fourierintegrale

Aus der linearen Algebra ist lhnen bekannt, dass ein Vektor durch eine
Linearkombination von Basisvektoren dargestellt werden kann. Ahnliches

ist lhnen sicherlich auch schon in der Analysis begegnet. Auch hier gibt
es Basissysteme, in denen sich Funktionen durch Linearkombination von
.Basisfunktionen\ darstellen lassen. Am bekanntesten ist wohl die Taylorreihe.
Dabei handelt es sich um eine Potenzreihe, die eine Funktiofi (x) um einen

bestimmten x-Wert approximiert. Die Basisfunktionen sind in diesem Fall die

Potenzfunktionen x".

Ein weiteres Basissystem stellen die trigopnometrischen Funktionen Sinus und
Kosinus dar. Nach dem Fourier-Theorem lassen siclperiodische Funktio-

nen durch eine Linearkombination dieser trigopnometrischen Basisfunktionen in

einer Fourierreihe entwickeln. Man bezeichnet dies als Fourierzerlegung, Fou-
rieranalyse oder auch als harmonische Analyse.

Seif (x)eine periodische Funktion mit der PeriodeL, d.h. f (x+ L) = f (x). Fuer
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a) 4 f(x) die Fourierdarstellung dieser Funktion gilt:
X 2n 2n
f(x) = % +" apcos Shx +bysin Slx (10)
-L/2 L/2 n=1
EY 12 > X mit den Fourierkoe zienten
0.8 b). : : 2% 1=z 2n
n=1, Amplitude: 2/p an = E f (X) Cos T X dx (11)
0,64 ap=12 . L=2
0.44 n=5, Amplitude: 2/5p und 2 Z -, 2n
0,24 b, = — f(x)sin —x dx: (12)
— L =2 L
= 00 Wir wollen hier nicht auf die Herleitung dieser Gleichungen eingehen, sondern
-0,2 deren Aussagen an einem konkreten Beispiel diskutieren. Betrachten wir dazu
04l eine Rechteckfunktion mit der PeriodeL, wie sie in Abbildung 6 a) dargestellt
’ ist. Die Funktion f (x) ist de niert durch:
_0‘6_
1 [=2<x<I= 2
f(x)= (13)

0, I=2> jxj<L=2

Um diese Funktion in einer Fourierreihe genm Gleichung (10) darzustellen,
meissen wir die Fourierkoe zienten berechnen. Da die Rechteckfunktion gerade
ist, d.h. f (x) = f( x), verschwinden, wie Sie leicht nachrechnen énnen, alle
Koe zienten hb,. Wir mussen daher nur die Koe zienten a, bestimmen. Fur
ap berechnen wir:

Z =
2 2
= = — dx = —: 14
g T LT (14)
Fur die restlichen Koe zienten a, gilt:
4 1=2 =2
n 1 . 2n 2 . I
an = T |:2COS TX dx = Tsm TX |:2_ Fsm n T (15)
‘0,2 T T T
0,5 0,0 0,5 Betrachten wir als konkretes Beispiel eine Rechteckfunktion mit einem Tast-
x[L] verhaltnis von L : | =2 : 1 (Abbildung 6 a). Aus Gleichung (10) und den oben
_ ) _ ) ) _ berechneten Koe zienten folgt dann fur die Fourierreihe:
Abbildung 6: a): Rechteckfunktion mit der Periode L. b): Gleichanteil ag=2,
sowie die ersten drei Fourierterme. c): Summe aus Gleichamtl und den ersten 1 2 2 2 6 2 10
= 2+ = = — — X + — — o
drei Gliedern. FJ= 5% —cos T-x  57C0S =X + g7C0S ==X (16)
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In Abbildung 6 b) sind die ersten drei Glieder der Fourierreihe sowie der Gleich-
anteil ap=2 gra sch dargestellt, darunter im Teilbild 6 c) die Summe dieser Ter-
me. Zusatzlich zeigt Abbildung 7 noch die Fourierreihen bis hin zun = 27. Je
mehr Summanden (Ordnungen) in der Fourierreihe, mitgenommen\ werden,
desto genauer mhert sich die Reihe der Rechteckfunktion an.

Die Fourieranalyse ist von au erordentlicher Bedeutung in vielen Bereichen der
Physik. Ein anschauliches Beispiel ndet sich #ir Funktionen, die ein zeitperi-
odisches Signal beschreiben, z.B. einen akustischen Ton oder ein elektrisches
Signal. Ersetzen wir in Gleichung (10) die Variable x durch die Zeit t und
wahlen fur die Periode L, die PeriodendauerT, wobei gilt:

2

T=" (17)

so ergibt sich #r die Fourierreihe einer periodischen, zeitablngigen Funktion:

f(t) = % + " aycosqlt )+ by sin(nlt ): (18)

n=1

Dieser Ausdruck stellt eine®berlagerung von Sinus- und Kosinusfunktionen mit
unterschiedlichenFrequenzen und Amplituden dar. Die Fourieranalyse gibt
somit Auskunft eber das Frequenzspektrum, aus dem sich ein zeitperiodisches
Signal zusammensetzt. In Abbildung 8 ist das Spektrum eines zeitperiodischen
Rechtecksignals dargestellt. Entlang der Abszisse ist die Frequenz aufgetragen.
Die jeweiligen Amplituden entsprechen den Koe zienten a,.

Das Spektrum eines periodischen Signals ist stets diskret. Neben der Grund-
frequenz! (Grundton) treten auch Vielfache n! auf, die als Ober®ne oder
n-te Harmonische bezeichnet werden.

In einer Fourierreihe lassen sichmur periodische Funktionen entwickeln. Aber
auch nichtperiodische Funktionen lassen sich mit Hilfe der trigonometrisben
Funktionen darstellen. Eine nichtperiodische Funktion erhalt man aus einer
periodischen Funktion fer den Grenzfall, dass die Periode gegen unendlich geht.
In Abbildung 9 ist dies fur einen Rechteckpuls, der sich aus einer periodischen
Rechteckfunktion ableiten lasst, dargestellt. Bild a) zeigt das Spektrum bei
einem Tastverhaltnis von L : | = 2 : 1. Vergre ert man die Periode L bei
gleich bleibender Pulsbreitel, so treten im Spektrum zustzliche Moden auf.
Die Teilbilder b) und c) zeigen dies #r ein Tastverhaltnis von 4 : 1 bzw. 8 : 1.
Fer den GrenzfallL ! 1 geht die Anzahl der Moden gegen unendlich und sind
unendlich dicht gepackt (Abbildung 9 d). Es ist einleuchtend, dass in diesem

f9

f(x)

f(x)

0,24

0,0

-0,2

1.2

1,0

0,84

0,64

0,44

0,24

0,0

-0,2

12

1,0

0,84

0,64

0,4

0,24

0,04

-0,2

12

n=1

Abbildung 7: Fourierentwicklung eines Rechtecksignals.
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Abbildung 8: Frequenzspektrum eines Rechtecksignals. Bei den ersterchs Mo-
den sind die Frequenzen und Amplituden mit angegeben.

Fall die Fourierreihe in ein Integral eibergeht und die Fourierkoe zienten nicht
mehr diskret sind, sondern durch eine kontinuierliche Funktion beschrieben wer-
den. Dies #ihrt zur sogenannten Fouriertransformation eines nichtperiodischen

Signals.
Die kontinuierliche Fouriertransformation ! ist de niert durch:
Z 1
f(x)= F (k) €< dk: (19)
Wegen
e = cos(kx) + i sin(kx) (20)

stellt auch die Fouriertransformation die Entwicklung einer Funktion nach tri-
gonometrischen Funktionen dar.F (k) heit Fouriertransformierte der Funk-
tion f (x).

Lin der Literatur nden sich verschiedene De nitionen der Fo  uriertransformation, die sich

durch einen Normierungsfaktor unterscheiden.

a) b)
07T : : - 05
0,64 e —— 0,4
L
0,5 03
2 0,4 L=2l 1g ’ L=4l
208 » X 12 0,2 X
20,24 1 a
01
S | | ) | L1
111 1
bt [ T o0 I I TTT
.0v1<
0,1
-0,2]
-0.3- T T 0.2 T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
2p 2p
L d) L
05T T T T 1 oorT T T T
0,20-] ] 006y
0,154 1.9 L=
8" 80,04
2 0,10 x 12 0,03 x
£o, £ 0,03
E 0,05 | ] E 0,02
000 | il T u| 001
' “II RILILY RLLLLLE 0,00
-0,054 1 001]
-0,10- T T T T T -0,02- T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
2p 2p
L L

Abbildung 9: Verdeutlichung des Ubergang zur Fouriertransformation einer
nichtperiodischen Funktion.

Fer die Rucktransformation gilt:

z
F (k) = Zi 11 f(x)e * dx: 1)

Handelt es sich beif (t) um eine Funktion, die von der Zeit abhangt, so stellt die
Fouriertransformierte F (! ) (wir schreiben nun! anstatt k) das kontinuierliche
Frequenzspektrum dieser Funktion dar. Fer den Fall, dass x eine Ortsvaria-
ble ist, schreiben wir far die Fouriertransformierte F (k) und bezeichnenk als
Raumfrequenz (Ortsfrequenz). Wir werden im rachsten Abschnitt ausfihrlich
darauf eingehen.
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VI.1 Herleitung der Fourierdarstellung der Fraunhofer- Fur den Abstand von dS zu P(X,Y,Z) erhalten wir

schen Beugung q
r=  X2+(Y y)2+(Z 2z)?%: (23)

Wir wollen im Folgenden das Thema der Fraunhoferschen Beugung in etwas all-
gemeinerer Gestalt formulieren, um den®bergang zu der hier interessierenden
Beschreibung mit Hilfe der Fouriertheorie vorzubereiten.

Wir betrachten nach Abbildung 10 eine © nung S von willk erlicher Gestalt in
der yz - Ebene, die mit monochromatischem Licht bestrahlt werde und wollen
die elektrische Feldstrke im Aufpunkt P bestimmen.

Wenn die beugende® nung klein gegeneber dem Abstand OP ist, so kann
man im Amplitudenterm 5 =r statt r den Abstand OP=R verwenden. Diese
Neherung fr r darf im Phasenterm hingegen nicht ohne weiteres angewendet
werden, dakr = (2 = )r eine gro e Zahl darstellt. (Sie entspricht dem Abstand
OP in Wellenlangen ausgedackt). Mit Hilfe von

q_ - @
AY R = X2+Y2+ 72 (24)

erhalten wir durch Einsetzen in Gleichung (23) und einigen Umformungen:

q
I Y r=R 1+(y2+ 2z2)=R2 2(Yy+ Zz)=R?: (25)

Im Fernfeld ist R gro gegeneber den Dimensionen der® nung, so da der

g \ Term
R PXY2 (y2+22)=R? 1 (26)

™~
/ X vernachlassigbar wird. Es verbleibt:

z q

X r=R 1 2(Yy+Zz)=RZ: (27)
i Auch der Ausdruck in der eckigen Klammer kann mit Hilfe der Relation
p

z 1 =1 =2 (28)

fur 1 vereinfacht werden:

Abbildung 10: Zur Geometrie bei der Beugung an einer beliebige® nung. F=R1 (Yy+ Zz)=R®: (29)
Dazu greifen wir ein di erentielles FlachenelementdS(x = O;y;z)_kheraus und Setzen wir nun diese Miherung fur r in den Phasenterm in Gleichung (22) ein
betrachten eine davon ausgehende Kugelwelle (Elementarwelled =r. Mit und integrieren wber die gesamte® nung S, so erhalten wir fur die elektrische
als Quellstarke pro Einheits ache, die zumchst als konstanteber der FlacheS Feldstarke am Ort P:
angenommen wird, ist die elektrische Feldsirke am Ort P durch iR 7z Z

ke ER)= —= e ®(YY+Z2)gy 4z (30)
dE = . ds (22)
Beschmnken wir nun unsere Betrachtung auf einen kleinen Bereich unR. Wir
gegeben. kennen dann davon ausgehen, dass der Terr@*R =R vor dem Integral eine
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Konstante darstellt. Auch wurde bisher als konstant angesehen. Das entspricht
aber nicht dem allgemeinen Fall! Denken Sie an ein® nung die z.B. von einem
etwas schmutzigen und zuatzlich nicht sehr gleichma ig dickem Glas eberdeckt
wird. Die daraus resultierende, Inhomogenitat der Transmission\ fehrt dazu,

dass das elektrische Feld sowohl vom Betrag als auch von der Phase vom Ort

(y; z) abhangen wird. Wir bereicksichtigen dies, in dem wir eine explizite Orts-
und Phasenablangigkeit der Quellstarke einfehren:

(v:2) = A(y;2) = Aoly;2)€ ) (31)
A(y; z) wird in der Literatur auch als O nungsfunktion (engl. aperture functi-
on) bezeichnet.A(y; z)dydz ist dann proportional zu dem Feld der vom Flachen-
element dydz ausgehenden Welle. Entsprechend énnen wir dann das elektri-
sche Feld im Aufpunkt (X;Y;Z) als Integral eber die gesamte emittierende
O nung S darstellen als

ZZ

E(Y;2)= A(y;z)e ®OY*Z2) gy dz: (32)
s

wobei der Vorfaktor €kR =R wie oben ervwahnt als Konstante und damit unwe-
sentlich far das Folgende weggelassen wird.
Das Di erential

dE(Y;Z) = A(y;z)e *(YY*Z2)dydz (33)

stellt den Beitrag der vom Flachenelementdydz ausgehenden ebenen Welle
zum elektrischen Feld am OrtP dar, die sich in Richtung des Wellenvektorsk
ausbreitet. Wir de nieren die Raumfrequenzen(Abbildung 11):

Ky

k% = ksin (34)

Z .
k, kﬁ = ksin : (35)
Es ist fur das Verstandnis netzlich, anzumerken, da im Photonenbild die hier
eingekhrten ,,Raumfrequenzen\ bis auf den Faktor~ den durch die Beugung

erzeugten Transversalimpulsen

~ky (36)
(37)

Py
p: = ~k;

[
»

z

Abbildung 11: Erlauterung zur De nition der Raumfrequenzenky; k.

der Photonen entsprechen! Besitzen die Photonen urspinglich nur einen Im-
puls in x-Richtung, so erhalten Sie bei Durchgang durch die® nung eine
zusatzliche transversale Komponente iny- und z-Richtung!
Jedem Punkt (Y;Z) in der Bildebene wird also eine Raumfrequenz zugeordnet.
Gleichung (32) lasst sich dann umschreiben gem
zZ
E(ky; k;) = A(y;z)e '(kwyrka2) gy dz: (38)
s

Dieser Ausdruck stellt nichts anderes dar, als die zweidimensionale Fourier-
transformation (vergleiche Gleichung (21)) der © nungsfunktion A(y;z). Da-
mit | asst sich das wichtige Ergebnis dieser Analyse wie folgt formulieren:

Die Feldverteilung der Beugungsstruktur bei der Fraunhofer-
schen Beugung an einer O nung ist die Fouriertransformierte
der Feldverteilung  eber die beugende © nung.
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Zur Vertiefung dieser Aussage werden wir in den machsten Kapiteln zwei
Spezialille, namlich die Beugung am Spalt und am Doppelspalt, detailliert
untersuchen.

Das Beugungsbild des Spaltes als Fouriertransformierte
der Spalt © nung

Wir wollen im Folgenden diese Betrachtungsweise anwenden, um die
Beugung am Spalt nunmehr im Rahmen der Fouriertheorie zu behandeln.

f(y)
A
Spaltfunktion:
1 ("Aperture function”)
f )_{ 1 firlyl< di2
Lo furlyl> d2
d d "
2 2

Abbildung 12: Spaltfunktion eines einfachen Spalts.

Ein Spalt wird durch folgende Spaltfunktion (aperture function, hier eindimen-

sional: A(y;z) ! f(y);E(ky;k. ! F(ky)) beschrieben (Abbildung 12):
8
<40 g —
fpg=, B W 42 (39)
"0 Jyj>d=2

Die Fouriertransformierte (wir schreiben nun F statt E, um den Aspekt zu
betonen, dass das elektrische Feld der Beugungs gur nun einfach als Fourier-

transformierte berechnet werden kann) ergibt sich zu:

71
F(ky)=  f(y)e *»Vdy (40)
1

Einsetzen obiger Spaltfunktion ergibt:

e 1 =2
F(k ): e ikyydy= e ikyy = _— eikyd=2 e ikyd=2 : (41)
’ iky d=2 Ky
d=2
Unter Bereucksichtigung der Eulerschen Formel
e' =cos isin; (42)
erhalten wir in(k, d=2)
sin =]
F(ky)= d——2>——  sinc(k,d=2 4
(ky)=d (K, d2) sinc(kyd=2)d (43)
mit den Nullstellen
ky =2 n=d: (44)

Gema dem Fouriertheorem erhalt man mit dieser Funktion r eickwarts wieder
die Spaltfunktion durch Bildung des Integrals (Fouriersynthese):

71
1 .
tn=5  Fk) ekvydk,: (45)
1

Einsetzen des von oben berechnetef (ky) und Verwendung der Symmetrie der
Funktion bezuglich des Vorzeichens k (ky) = F( ky)) fuhrt zu

71
f(y)= d sin(ky d=2)=(kyd=2) cos(yy) dky: (46)
0
Dieses Integral ist analytisch nicht lesbar, so dass eine numerische Integration
notwendig wird. Mit der oberen Grenze +1 fuhrt dies Integral wieder zureick
zur Spaltfunktion, d.h. zu dem unverfalschten rechteckigen Spaltbild.
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Es stellt sich die Frage, wie anhand der FormelF (ky) feur die Fouriertrans-
formierte der Spaltfunktion die gesuchte Beugungsstruktur, also Intensiit
in Richtung , abgelesen werden kann. Dazu muss man sich lediglich ver-
gegenvartigen, da ja wuber ky = Kkosin unmittelbar die gewenschte Win-
kelabhangigkeit der Beugungsstruktur sichtbar wird.

Will man nun untersuchen, wie die- nun rudimentare- Spaltfunktion aussieht,
wenn man gezielt nur eine kleinere Zahl von gebeugten Teilstrahlen durch Aus-
blenden in der Fourierebene zur Abbildung zuésst (unser Experiment), so ist
als obere Integrationsgrenze nun o enbar derky-Wert zu wehlen, der gerade
noch zur Abbildung zugelassen wird (Abbildung 13).

Spalt

Fourier-Ebene

Analysier-
spalt

Abbildung 13: Manipulation der Beugungsstruktur durch Ausblenden von Be-
gungsordnungen mit Hilfe eines Analysierspaltes.

Die obere Integrationsgrenze sei di@-te Nullstelle von F (ky):
Kyin = kosin = kgn=d =2n=d 47
Fer das Fourierintegral folgt damit dann:

W= sink,d=2)=(k d=2) cosk,y)dk, (48)

f modifiziert

Damit kann obiges Integral fur unterschiedliche ky-Werte an z.B. jeweils 200
Stellen vony zwischeny; = d bis + d, also 100 Punkte pro Spaltbreite,
berechnet werden. Wir verwenden dazu z.B. das Programm Mathematica. Um
die Berechnungen mit den beobachteten Spaltbildern vergleichen zudanen,
mussen die Ergebnisse noch quadriert werdén Das Ergebnis lnnen Sie aus-
drucken und den beobachteten Strukturen gegemberstellen. Die nachfolgende
Bilderserie (Abbildung 14) zeigt lhnen, was Sie erwarten sollten, wenn Sie,
jeweils von links nach rechts geghlt, nur das zentrale Hauptmaximum bzw. die
Beugungsordnungen bis zum £2:=6:=10:=14: Nebenmaximum zur Abbildung
des Spaltes verwenden.

Die Fouriertransformierte des Doppelspaltes

Mit den oben gewonnenen Ergebnissen zur Fouriertransformation des
Einfachspaltes bzw. zur Rucktransformation (Fouriersynthese) gelangt man in
einfacher Weise zu den entsprechenden Ausecken fur den Doppelspalt.

Die O nungsfunktion f (y) ist in Abbildung 15 dargestellt:

Die zugelworige Fouriertransformierte hat wieder die Gestalt

71
Fk)= f(y)e *»Vdy (49)
1

wobei Beitrage nur von den Integrationswegen 1 2 sowie 3! 4 herrethren
kennen. Berechnen wir obiges Integral zuachst eber den nach rechts verscho-
benen Einzelspalt. Aus der Abbildung erhalt man:

74 4
fy)ekvdy= ek = ko2 g
iky .
3

sin(kyd=2)

F (ky;rechts) = (k,d=2)
y 0=

(50)

wobei g den Spaltabstand beschreibt. Entsprechend ergibt sichefr den nach
links verschobenen Einzelspalt:

Z2 1 2
f(y)eVdy= —e™ =
iky )

1

F (ky;links ) = kyo=2 ¢ % (51)
,d=

2Berechnet wird die Feldst arke. Um die Intensit at zu erhalten muss diese quadriert werden.
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Intensitat [b.E.]

Intensitat [b.E.]

Intensitat [b.E.]

Abbildung 14: Spaltfunktion unter Beruchsichtigung unterschiedlicher Beu-

1,6

1,44
1,24
1,04
0,8
0,6
0,4

0,24

0,04

-0,2:

Intensitat [b.E.]

————T
80 100 120 140 160 180 200
y[bE]

0

T T T
0 20 40 60

14

————T————T—
80 100 120 140 160 180 200
y[bE]

0,+1

T T T
20 40 60

Intensitat [b.E.]

0,84

0,6

0,4

0,24

0,04

—— T
60 80 100 120 140 160 180 200
y[bE]

0,:t1,+2

T T
0 20 40

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
y[b.E]

0,:1,...t6

1,24

1,04

0,84

0,64

04

0,24

0,04

Intensitat [b.E.]

0,84

0,64

04

0,24

0,0

T
60 80 100 120 140 160 180 200
y[b.E]

0,+1,...x10

T T
0 20 40

gungsordnungen.

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
y[b.E]

0,+1,..t14

v
<

Abbildung 15: Spaltfunktion eines Doppelspalts. Die Ge e g beschreibt den
Spaltabstand.

Damit ergibt sich schlie lich f ur die Fouriertransformierte des Doppelspaltes:

sin(ky d=2)

F = F(ky;rechts) + F(ky;links) =2cos(kyg=2) d (k,d=2)

(52)

Wir erkennen in dem rechts stehenden Term dieses Ausdrucks wieder die Fou-
riertransformierte des Einzelspaltes, der Vorfaktor beschreibt die Interferenz
der von beiden Spalten ausgehenden Wellen.efren wir wieder wie beim Ein-
zelspalt die Substitution ky = kgsin =2 = sin durch und quadrieren den
Ausdruck, so erhalten wir alsBeugungs gur des Doppelspaltes schlie lich

_ o2 SIN“(kyd=2) _ - ,Sin“(d= sin ).
| = 4cos?(kyg=2)d “(k,d27 4Acos’(g= sin )d Td= sn 92 (53)
Der Ausdruck entspicht dem Produkt der Gitterfunktion cos?( g= sin ) und

der Spaltfunktion, die wir bereits beim Einzelspalt abgeleitet haben. Abbil-
dung 16 zeigt die hiermit berechnete Beugungs gur éir den von uns verwen-
deten Doppelspalt zusammen mit der Beugungsstruktur, wie sie nur einer der
Spalte ergibt.

Mit dem oben stehenden Ausdruck &r die Fouriertransformierte des Doppel-
spaltes l®nnen wir dann auch leicht wieder angeben, wie dagmodi zierte\ Bild
Fmodifiziert  des Doppelspaltes aussieht, wenn man in der Fourierebene mit dem
Analysierspalt wieder die Zahl der zur Abbildung zugelassenen Fourierkompo-
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05 Einzelspalts
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Abbildung 16: Beugungs gur eines Spalts und eines Doppelspaltes.

nenten gezielt begrenzt:

h b i

oot ()1 Do O = 20 costyg2) o0 costoyly
(54)

Ausfuhrung dieser Integrale Fnogifiziert (Y) und deren Auftragung durch Ma-
thematica ergibt (obere Integrationsgrenzeky., =2 n=d) fur n =1;2;3;6 die
nachfolgend wiedergegebenen Spaltbilder (Abbildung 17). Der Bezug zu den
analogen Bildern des Einzelspaltes ist o ensichtlich.

Ein weiterer, auch experimentell von uns untersuchter Aspekt, kann an die-
sen Formeln mit Mathematica untersucht werden, ramlich die Frage nach der
Au esung:

.Welcher Anteil der Fourierkomponenten des Beugungsbildes ist notwendig, um
noch die Doppelstruktur unseres Objektes im modi zierten Bild zu sehen?\ Fer
das Experiment bedeutet dies:, Bei welcher Spaltweite des Analysierspaltes
verschwindet die Doppelstruktur?\

Fur die Au esung der Doppelstruktur ist nun der Spaltabstand g ma gebend.
Das Maximum 1. Ordnung erscheint unter sin = =g . Diese Beugungsordnung
mu mindestens noch zur Abbildung zugelassen werden, um die Doppelstruktur

14

Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

-0,2

y[b.E]
14

Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
y[bE] y[b.E]

Abbildung 17: Spaltbild eines Doppelspaltes unter Bercksichtigung unter-
schiedlicher Beugungsordnungen.

zu erkennen. Wenn Sie also den zugehigen Wert kosin = ko =g als Ober-
grenze #rr die Integration verwenden und kontinuierlich verkleinern, werden
Sie zu Bildern kommen, wie sie nachstehend gezeigt sind (Abbildung 18). Der
+Dunkelbereich\ zwischen den Einzelspalten hellt zunehmend auf, bis schlie -
lich nur noch ein aches Plateau die urspringlichen Einzelspaltbilder verbindet:
Die Doppelstruktur ist verschwunden! Vergleichen Sie den rechnerisch gefunde-
nen Grenzwert fur ky mit dem experimentell aus der entsprechenden Spaltbreite
des Analysierspaltes bestimmten Wert &r die Au esung.

VIl Durchf whrung des Versuchs

Der optische Aufbau zu unseren Versuchen ist in Abbildung 19 dargestellt. Er
soll als erstes von Ihnen mit den vorhandenen Komponenten erstellt werden.
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Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

v T T T
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y[b.E]
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y[b.E]

100

Abbildung 18: Au esung eines Doppelspalts bei Beschneidung des Maximum
1. Ordnung.

Als Lichtquelle dient ein Diodenlaser mit einer Wellenlange von 635 nm und
einer Leistung von maximal 1 mW, einstellbar eiber ein Potentiometer, des-
sen Licht fest in eine, single-mode\-Lichtfaser eingekoppelt wird und an deren
Ausgang eber einen Faserstecker zur Vesgung steht. Das unter einem -
nungswinkel u von ca. 14 Grad austretende Licht wird eber eine kurzbrenn-
weitige Linse ins Unendliche abgebildet, wobei der austretende Parallelstrahl
nun einen DurchmesseD von D = fu =7 mm besitzt. Durch Wahl der Lin-
se kann man sich damit einen gut kollimierten Laserstrahl von gewnschtem
Durchmesser verscha en. Nehmen Sie nun als erstes den Diodenlaser in Be-
trieb. Er wird wuber eine Schutzschaltung, die in einem kleinen Kstchen mit
mA-Meter untergebracht ist, eingeschaltet und der Strom eber das Potentio-
meter auf den fest eingestellten Maximalstrom von 67 mA hochgeregelt. Bei
etwa 40 mA beginnt die Laseraktivitat, bei dem Maximalstrom erhalten wir
eine Laserleistung von ca. 1 mW. Hinter dem Laserauskoppelteil wird das zu
untersuchende Objekt zentrisch in den Laserstahl justiert, dahinter wieder-
um eine Linse L3 von 80 mm Brennweite derart, da Sie das Objekt scharf
auf den Schirm im Abstand von ca. 1 m abbildet. Nun wollen wir simultan
mit dem Objektbild die von dem Objekt erzeugten Beugungsstrukturen{ das
Fourierbild { auf dem Schirm sichtbar machen: Die Beugungsstrukturen ent-
stehen zurachst in der Brennebene der abbildenden Linse. Halten Sie da mal
ein Papierzettelchen hinein undeberzeugen sich davon! Mit einer zweiten Lin-
se wollen wir nun diese Fourierebene (die Beugungsstrukturen in dieser Ebene
bilden also den Gegenstandefr diesen zweiten Abbildungsweg) ebenfalls auf
den Schirm abbilden, aber getrennt vom ersten Abbildungspfad.

Spiegel -
f Ll
<« > Beugungsbild
L L,
Strahlaufweitung I L, I A
I I Objektbild
H Strahlteiler
Objekt  Fourier Spaltblende/
Ebene  Modenblende
Schirm [}
(Wand)
Diodenlaser mit
Singlemode-
Lichtfaser

Abbildung 19: Schematische Darstellung des optischen Aufbaus.

Dazu wahlen wir einen Strahlteiler, der uns ca. 50 Prozent des Lichtes heraus-
spiegelt. Die dahinter aufgestellte Linse l, muss nun so positioniert werden,
da sie wber den nachfolgenden Spiegel, der den weiterlaufenden Strahl wieder
parallel zum ersten Strahl bringt, die Beugungsstruktur stark vergre ert neben
dem Bild des Objektes, auf der Wand entwirft. Durch feine Verschiebungen
der Linse kennen Sie nun auch das Bild der Beugungsstruktur scharf stellen.
Schauen Sie sich die Bildersr die Spalte A,B,C zunachst ohne Kamera auf der
Wand an.

Auf diese Weise erhalten wir also Bild und Fourierbild des Objektes nebenein-
ander auf der Wand sichtbar und kennen nun studieren, wie sich Manipulatio-
nen in der Fourierebene- d.h. gezieltes Zulassen und Wegblenden bestimmter
Beugungsordnungen- auf das Bild auswirken.

Fur diese Manipulationen stehen ein fein justierbarer symmetrische nender
Spalt und Modenblenden (schmale Streifenblenden) zur Vesfgung. Da diese
Elemente genau in der Fourierebene (zur Erinnerung: = Brennebene der ab-
bildenden Linse L) untergebracht werden nmeissen, sollten Sie also vor dem
Strahlteiler geneigend Platz far den notwendigen Reiter mit Justierbehne las-
sen. Es wird ein bisschen eng, aber es geht! Montieren und justieren Sie also
hier zunachst den symmetrische nenden Spalt auf dem Verschiebetisch, der
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wiederum die Mitte des Spaltes genau auf die Mitte der Beugungsstruktur ein-
zustellen gestattet.

Sie die gemessene Beugungsstruktur aus und tragen Sie die gemessenen La-
gen und Intensitaten der verschiedenen Ordnungen in den Ausdruck ein.
Wegen des hohen Intensitsabfalles zu steigender Ordnung der Beugungs-

1. Quantitative Beobachtungen am Einfachspalt maxima messen Sie zur besseren Vermessung deeleren Beugungsord-

Wir wollen zunachst die Beugungsstruktur des Spaltes bestimmen:

Zur Messung steht eine CCD-Zeilenkamera zur Vesfgung, die eber eine
USB-Schnittstelle auf einen PC ausgelesen wird und die es erlaubt, die
Lichtintensit at als Funktion des Ortes darzustellen Der lichtemp ndliche
Teil besteht aus 2048 Pixel von jeweils 14 m Breite und 56 m Hehe
mit einer Gesamtlange von 28,7 mm. Justieren Sie zuechst L, auf
ein scharfes Beugungsbild in der Ebene der Kamera Sie ist durch
einen Doppelpfeil auf dem Kameragehuse gekennzeichnet. Schieben Sie
diese dazu zumchst ein wenig zur Seite und und schauen Sie sich das
Beugungsbild auf einem daneben gehaltenen Blatt Papier an. Schieben
Sie nun die Zeilenkamera mittig eber die Beugungsstruktur und sehen
sich das Ergebnis auf dem PC-Monitor an. Sie werden zwchst i.a. nichts
Vernenftiges sehen! Der Grund dadir ist, dass das Beugungsbild aus einer
linearen, symmetrischen Anordnung von hellen Punkten besteht, deren
Intensitat nach au en stark abnimmt, und diese Punktlinie mu ja mit
der Pixel-Zeile der Kamera zur Deckung gebracht werden - kein leichtes
Unterfangen, wenn man bedenkt, da diese Zeile nur 56 m hoch ist! Was
also tun? Suchen Sie mal unter den zur Vesfgung stehenden optischen
Bauteilen nach einer Zylinderlinse . Wie kennte man's damit machen,
ohne die zu bestimmende Intensiatsverteilung zu verandern? Reduzieren
Sie vor allem stark die Laserintensitit weit unter die Sichtbarkeitsgrenze!
Die verwendete Zeilenkamera ist sehr emp ndlich und wird sehr rasch
ebersteuert, was zu wllig ,wilden\ Strukturen f ehrt, die nichts mit der
tatsachlichen Intensitatsverteilung zu tun haben.

Wenn Sie schlie lich die Beugungsstruktur in voller Sctenheit auf dem Mo-
nitor haben (Abbidung 20), sollten Sie durch Feinjustieren des optischen
Aufbaus (Heheneinstellung der Zylinderlinse, L, transversale Position des
Spaltes auf der optischen Bank) eine optimale Symmetrie der beobachteten
Beugungsstruktur herstellen. Mit Hilfe des von der Bedienungssoftware zur
Verfugung gestellten Cursor lennen Sie nun (Betriebsmodeview der Ka-
mera) die Lage und Intensit aten der verschiedenen Beugungsmaxima
und -minima bis zur typischerweise 5. Ordnung sowie auch derJnter-
grund (jeweils rechts und links!) bestimmen und protokollieren. Drucken

nungen ein2. Bild bei heherer Intensitat des Diodenlasers aufnehmen,
die Siewber den Strom regeln lennen. Das zentrale Maximum darf dabei
ruhig in Sattigung gehen. Das Maximum 1. Ordnung muss allerdings auf
beiden Bildern gut zu sehen sein. Sie énnen hieriber alle Intensitaten
relativ zur Intensit at des 0-ten Maximums angeben! Tragen Sie auch hier
wieder Ihre Messwerte in den Ausdruck ein.

Die Eichung der Abszisse(d.h. wieviel Pixel auf der Kamera entsprechen
1 mm in der Fourierebene) erhalten Sie bequem, indem Sie in der Fou-
rierebene den Analysierspalt auf verschiedene Weiten einstellen und die
zugehorigen Abstande in Pixel auf dem Monitor ablesen. (Die Ablesung
der Spaltbreite erfolgt mit dem integrierten Me f ehler. Beachten Sie, dass
der Messtihler die Verschiebung nur einer Spaltschneide registriert. Die
andere bewegt sich dabei gegeali g, so dass die Spaltweite dem doppel-
ten Ablesewert entspricht). Wiederholen Sie dies#ir mehrere gut ablesbare
Punkte des Beugungsbildes und protokollieren Sie die Daten. Speichern Sie
danach die Bilder ab und drucken Sie siedfr Ihr Protokollheft aus.

. Beugungsstruktur des Doppelspaltes

Ersetzen Sie den Einzelspalt durch das Rhmchen mit dem Doppel-
spalt ohne den Reiter zu verschieben. Verschaen Sie sich z@chst
wieder durch Feinjustieren des neuen Objektes ein scharfes Bild der
Beugungsstruktur  des Doppelspaltes an der Wand. Schauen Sie sich die
Strukturen fur die verschiedenen Doppelspalte in dem Dia-Rahmen an.
Fertigen Sie eine Skizze der Struktur an und versuchen Sie die Strukturen
zu interpretieren. Quantitative Messungen werden im Folgenden an dem
mittleren Doppelspalt ,,B\ des Dia-Rahmchens durchgedihrt. Zur Beob-
achtung der Beugungsstruktur verwenden wir wieder die CCD-Kamera.
Wie bei der vorangegangenen Vermessung des Einzelspaltespssen Sie
auch hier wieder das Beugungsbild in die Ebene der Kamerazeile scharf
einstellen und sich dann mit Hilfe von Zylinderlinse und Einregeln der
Laserintensitat ein brauchbares Bild der Intensitatsverteilung auf dem
Monitor verscha en. Justieren Sie wieder auf Symmetrie und optimalen
Kontrast. Versuchen Sie vorab schon einmal den beobachteten Maxima
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Abbildung 20: Bedienober eiche der Kamera- Software. Dargestellt ist oben das

Beugungsbild eines Spaltes und unten das Beugungsbild eiri@oppelspaltes.

und Minima, Beugungsordnungen der Spalt-und Gitterfunktion zuzuord-
nen. Fer die Auswertung zu Hause bestimmen Sie wie beim Einzelspalt
mit Hilfe der Cursor Lage und Hehe der Maxima und Minima im Bereich
zwischen den 1. Minima (links-rechts) der Spaltfunktion, sowie des
Untergrundes und drucken zum Schlu das Bild aus.

Die Eichung der Abszisse auf dem Monitorbild, lennen Sie von der ent-
sprechenden Messung am Einzelspalt (Messung ®bernehmen. Es wur-
de ja lediglich das Rahmchen mit dem Einzelspalt gegen den Doppelspalt
ausgetauscht. Gegenstandsweite und Bildweite bleiben unvandert. Wenn
Sie versehentlich doch an den die Vergrerung bestimmenden Positionen
von Objekt (Dia-Rahmen), Fourierebene, L, oder die Position der Kamera
nachjustiert haben, meissen Sie die Eichungefr diese Messung wiederholen.

. Das Objektbild als Fouriersynthese des Beugungsbildes

Am Beispiel des Spaltes soll nun die Auswirkung der Manipulatio-
nen in der Fourierebene auf die Struktur des Bildes quantitativ untersucht
werden. Die zurachst nur qualitativ mit dem Auge feststellbaren Ande-
rungen am Bild, etwa: , Die Rander erscheinen soirfer, wenn man die
Beugungsordnungen ®herer Ordnung mit zur Abbildung zula f\ , werden
nun quantitativ gemessen.

Wir bestimmen die Intensitatsverteilung des Spaltbildes wieder mit Hil-
fe der CCD-Zeilenkamera.® nen Sie zurmachst den Analysierspalt in
der Fourierebene und stellen Sie die Laserintengitt am Steuergemt auf
Maximun ein. In den Strahlengang zur Kamera stellen Sie dicht hinter
dem Strahlteiler ein Grau Iter (Abschw achung 10 2). Ohne das Grau I-
ter werde die Kamera ebersteuern! Man beobachtet eine zuachst mehr
oder weniger gut ausgepagte Rechteckfunktion mit einer gro en Zahl von
.wiggles\. Das wollen wir ganz sauber sehen! Also: Nachjustieren!

Bei diesemNachjustieren muss man nun aufpassen: Sie wollen ja nach
wie vor das Fourierbild scharf auf der Wand beibehalten, wozu ja wieder-
um die Gegenstandsweite dr diesen Abbildungszweig (=Abstand hintere
Brennebene von Iy zu Linse Ly) unver andert bleiben muss! Man muss
also die Linse Ly stehen lassen und vielmehr das Objekt selbst bzgl. die-
ser Linse nachjustieren, bis dessen Bild in der Ebene des Photodetektors
scharf erscheint. Letzteres wird dadurch kenntlich, da Sie nun eine zu-
nehmend ideale Rechteckfunktion auf dem Monitor beobachten &nnen.
Stellen Sie aufgre tm egliche Steilheit der Kanten des Spaltbildes
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ein. Dazu den Spalt sehr feindihlig verreicken, es geht um Bruchteile eines
mm! Bei diesem Vorgehen bleibt dann die Lage der Fourierebene und da-
mit das Beugungsbild an der Wand unverndert. Nun die Laserintensitat
geeignet einstellen!

Um sich zunmachst einen®berblick eber die sukzessiv auftretenden Struk-
turen zu verscha en drehen Sie den Analysierspalt nun langsam zu und
beobachten simultan die Veranderungen der Beugungsstruktur an der
Wand und des Spaltbildes auf dem Monitor. Die einfachste Struktur des
Spaltbildes erhalten Sie o enbar, nachdem Sie bis auf das zentrale Ma-
ximum alle Nebenmaxima ausgeblendet haben. Symmetrisieren Sie das
Fourierbild gleichzeitig durch Nachjustieren des Verschiebereiters, der den
Analysierspalt tr agt, bzgl.der O-ten Ordnung des Beugungsbildes.

Mit dieser Einstellung beginnend suchen Sie nun der Reihe nach bei
gre er werdender © nung des Spaltes die charakteristischen Bild-
strukturen auf, die sich einstellen, wenn Sie der Reihe nach genau die 0-te,

1-te, 2-te Ordnung etc. zur Abbildung zulassen. Bis zu welcher Ord-
nung kennen Sie deutliche Strukturen beobachten? Auch hier &nnen Sie
nochmals auf die genaue Justierung der Abbildung achten. Zum Beispiel
spielt die genaue vertikale Stellung der abbildenden Linse L eine Rolle
sowie die transversale Position des Spaltes. Hier sollten Sie die optimale
Justage durch Ausprobieren herausbekommen.

Sicher ist lhnen aufgefallen, dass die Kurven nicht so glatt sind, wie Sie
es erwartet haben._EntfernenSie deshalb das_Grau lter und reduzieren
gleichzeitig die Laserleistung: Sie werden im Allgemeinen eine wesentlich
bessere Signalqual#t beobachten. Der Grund: Die verwendeten Grau lter
sind optisch nicht absolut homogen und beein ussen Amplitude und Phase
der durchlaufenden Teilbeindel. Dies fihrt zu Sterungen der Intensitat in
der Ebene der Kamera, in die ja die Linse L letztlich alle Beundel zum -
modi zierten - Bild des Spaltes zusammentéihrt.

Fur Ihr Protokoll sollen die von Ihnen als optimal gefundenen Bilder fur die
funf ersten Einstellungen des Analysierspaltes auf das 1. bis 5. Minimum
der Beugungs gur ausgedruckt werden. Zum quantitativen Vergleich mit
den smter auch zu berechnenden Bildern wollen wir jedoch beispielhaft
an den ersten drei Bildern auch die Intensiatsverhaltnisse zahlenna ig
eberprufen und protokollieren dazu (verwenden Sie wieder den Cursor)
die Intensitaten der Maxima, Minima und des Untergrundes.

Die Zahl der beobachtbaren, Wiggels\ kennen Sie aber bis zu wesentlich

heheren Beugungsordnungen (can=15) verfolgen. Bestimmen Sie an solch
einem Bild mit hohem n die Abstande der Maxima und Minima (x-Achse
vernenftig strecken und die Cursor verwenden) undeberprefen Sie auf
Aquidistanz. Sehen die Bilder so aus, wie Sie's erwarten? Waslft lhnen
auf? Entnehmen Sie weiterhin diesem Bild, das einer rechteckigen Spalt-
funktion am nachsten kommt, die Breite in Pixel (14 m). Sie entspricht
der Spaltbreite, die hier gena der optischen Abbildung (L 1) vergre ert
erscheint. Die Vergm erung ist aus Brennweite f der Linse und Bildweite b
bestimmbar, letztere messen Sie mit einem Zollstock, dessen Messgenauig-
keit hierzu vellig ausreicht. Vergleichen Sie den hieraus bestimmten Wert
mit dem weiter oben (Auswertung zu 1) gefundenen Wert. Drucken Sie
zum Schluss dieses Bild aus.

. Fourierbild des Doppelspaltes

Als nachstes schauen Sie sich nun daBild des Doppelspaltes  mit der
CCD-Kamera an. Justieren Sie wieder auf optimale Kantensteilheit der
Spaltbilder und Symmetrie! Bestimmen Sie Breite und Abstand der
beiden Einzelspalte auf dem Monitor (wie immer bisher in Pixel- Einhei-
ten). In derselben Weise wie bei den Messungen am Einzelspaloknen Sie
aus der aktuellen Bildweite und Brennweite die Verge erung bestimmen
und auf die Abmessungen des DoppelspaltesSpaltweite und Spaltab-
stand siehe Abbildung 15) rackschlie en. Diese Werte werden spter bei
der Interpretation des gemessenen Beugungsbildes betigt! Beobachten
Sie im Folgenden auch hier wieder die schon beim Einzelspalt untersuchten
Beitr age der einzelnen Beugungsordnungen der Spalte, indem Sie nun den
Analysierspalt in der Fourierebene auf- und zudrehen®berlegen Sie sich
hierzu die wichtige Frage: Wie liegen eigentlich die Beugungsbilder der
individuellen Spalte in der Brennebene (Fourierebene) relativ zueinander?
Drucken Sie ein Bild zu niedriger Beugungsordnung ( 5) fer Ihr Protokoll
aus.

Als letztes drehen Sie nun langsam den Analysierspalt zu (Wichtig: schau-
en Sie sich dabei gleichzeitig immer auch das Beugungsbild an der Wand
an und verfolgen, was da geschieht!) und beobachten, wie die beiden recht-
eckigen Spaltpro le zu zwei gausahnlichen Pro len verschwimmen (Fall a:
nur noch die 1-ten Beugungsmaxima beider Spalte tragen zur Abbildung
bei), wie sich zunehmend auch der Zwischenraum aufhellt und schlie -
lich die Doppelstruktur endgeltig verschwindet und nur noch ein aches
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Plateau (Fall b: auch die dem Doppelspalt zuzuordnenden 1. Gittermaxi-
ma werden abgeschnitten) sichtbar bleibt. Notieren Sie die zu a) und b)
gehorenden Einstellungen des Analysierspaltes und drucken die zugefi-
gen Bilder aus.

VIII

Zu Aufgabe 1:

Vergleichen Sie die Lage der Maxima und Minima sowie die gemessenen
Intensit atsverhaltnise der einzelnen Beugungsordnungen mit den theoretisch
zu erwartenden Werten. Tragen Sie zumchst den Abstand der Minima n-ter
Ordnung (jeweils in Pixel angegeben) gegen die Ordnungszatm auf. Es sollte
sich eine Gerade ergeben, deren Steigung die Spaltweite des verwendeten
Beugungsspaltes zu bestimmen gestattet (Herleitung!) In dasselbe Diagramm
tragen Sie nun die gemessenen Werteuf die Lage der Beugungsmaxima ein
und entnehmen der Geraden die Wertedr n. Liegen diese genau zwischen den
entsprechenden Werten der Minima bei 1,5, 2,5 etc.? Wo sollten sie liegen?
Schatzen Sie die Fehler ab. Als mchstes ermitteln Sie die Intensimtsverhalt-
nisse der gemessenen Nebenmaxima relativ zum Maximum O-ter Ordnung und
vergleichen Sie diese mit den theoretisch erwarteten Werten. Fehler angeben!

Auswertung

Zu Aufgabe 2:

Berechnen Sie mit Hilfe von Mathematica (oder Maple) ein Bild der theo-
retisch zu erwartenden Beugungsstruktur des Doppelspaltes. Benutzen Sie
dabei fur die Spaltweite und den Abstand der Spalte die Werte aus Aufgabe 4.
Vergleichen Sie diese mit der experimentell bestimmten Struktur: Welche
Minima entsprechen den Nullstellen der Spaltfunktion, welche denen der Git-
terfunktion? Vergleichen Sie #r die zwischen den 1. Minima der Spaltfunktion
gemessenen Nebenmaxima die relativen Intengiten bezogen auf das zentrale
Maximum mit den entsprechenden theoretischen Werten.

Zu Aufgabe 3:

Berechnen Sie mit dem Programm Mathematica (oder Maple) ér die ersten
drei spezi schen Einstellungen des Analysierspaltes die entsprechenden Bilder
(die Formeln werden im Kapitel ,, Grundlagen\ diskutiert).

Vergleichen Sie:
a) Zahl und Lage der,Wiggels\ (der Maxima).

b) Intensit aten der Maxima und Minima der ersten drei Bildkurven, normiert
auf das Maximum des zur O-ten Beugungsordnung galtenden modi zierten
Spaltbildes.

WUberlegen Sie sich warum bei einem fast geschlossenem Analysierspalt (d.h.
nur die 0-te Ordnung wird durchgelassen) die Intensiat in der Bildmitte h eher
ist, als wenn dieser weit ge net ist.

Zu Aufgabe 4:

Im Kapitel Grundlagen sind die Formeln fer die Fouriertransformierte des Dop-
pelspaltes sowie die durch Fouriersyntheseerckwarts wieder gewonnene Dar-
stellung des Doppelspaltbildes mit einigen gerechneten Beispielen angegeben.
Auch hier erhalt man wieder in einfacher Weise die,rudimentare\ Spaltfunk-
tion, so wie sie experimentell beobachtet wird, indem man als obere Integra-
tionsgrenze die Zahl der #@r die Abbildung zugelassenen Beugungsordnungen -
also derenky- Wert - einsetzt.

Vergleichen Sie die rechnerisch gewonnenen Bilder mit den oben experimentell
beobachteten Rallen. Fall a) entspricht dem 1. Spaltminimum als obere Integra-
tionsgrenze. Um Fall b) zu simulieren, mussen Sie sichefr verschiedene Werte
von ky nahe dem Wertk, = kosin = ko =g die zugel®origen Bilder verscha en
und durch Iteration auf einen Wert hinarbeiten, der gerade die experimentell
bestimmte Struktur wiedergibt. Dieses mit Mathematica erstellte Bild mit dem
zugetwrigen Grenzwert fur ky, der Auswertung beifigen. Aus der gemessenen
Breite des Analysierspaltes beim Experiment (Fall b) konnen Sie sich zusam-
men mit der Kenntnis der Brennweite von L; den experimentell bestimmten
Grenzwert fur ky verscha en und vergleichen.

IX  Anhang

IX.1 Anleitung zum Gebrauch des Programms . Mathe-

matical

Der Gebrauch des Programms, Mathematical soll im Zusammenhang mit dem
vorliegenden Versuch, Fourieroptik\ gezielt anhand zweier hier in Vordergrund
stehenden Anwendungen eslutert werden:

1. Funktionen numerisch und als Gra k darstellen. In unserem Fall werden
dies Funktionen sein, die die Beugungsstrukturen von Einzel- und Doppel-
spalt beschreiben (Gleichungen (9) und (53)).
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2. Fourierintegrale berechnen (Gleichungen (48) und (54) ¥r Einzel- bzw.
Doppelspalt). Diese Integrale enthalten einen Parametery, der einen
Punkt in Richtung ,quer zum Spalt\ charakterisiert (Abbildung 12 und
15). Diesem Parametery werden diskrete Wertey; zugeordnet- am Beispiel
des Einzelspaltes vielleicht 200aquidistante Werte zwischen d und +d
(d=Spaltweite)-, so dass man letztlich vor der Aufgabe steht, 200 Integra-
le der Form f moditiziert  (Yi) (Gleichung (48)) von Mathematica ausrechnen
und darstellen zu lassen.

Auf das Programm Mathematica kennen sie im Rechenzentrum, INF 293 oder
im CIP-Pool des Fortgeschrittenen Praktikums INF 501 bzw. im Kirchho -
Institut, zugreifen. Eine Lizenz ist auch im Anfangerpraktikum vorhanden.
Gehen Sie bei Ihren Berechnungen folgenderma en vor:

Programm Mathematica starten
Es erscheint ein Fenster, untitled\

Klicken Sie in der Menelleiste ,,Help\ und in dem aufgehenden Fenster auf
+Help Browsen

Es erscheint das Fenster, das in Abbildung 21 dargestellt ist.

Abbildung 21: Auschnitt des ,, Help Browsen des Programms Mathematica.

Klicken Sie auf, The Mathematica Book\ und Sie erhalten in der linken Spalte

dessen Grobgliederung. Durch Anklicken des Sie gerade interessierenden Teils{

z.B. ,A Practical Introduction to Mathematica\{geht daneben ein weiteres
Fenster auf, in dem Sie nun speziellere Anwendungen nden und studieren
kennen- nach Lust und Zeit.
Wer sich gezielt sofort der ersten Aufgabe der numerischen und graphischen
Darstellung einer Funktion zuwenden will, kann durch Einfugen der entspre-
chenden Kapitel-Nr. 1.9.9 (in der Version 4.x) in das Feld, GoTo\ sich einen
Einblick verscha en, in welcher Weise und mit welcher Syntax Mathematica
das Gewnschte leistet. Stellen Sie die Ge e des Hilfefenster so ein, dass Sie
sowohl dieses als auch Ihr Arbeitsfenster,Untitled 1\ sehen, so kennen Sie
bequem, abschreiben\.
Sie wollen einerseits ein Bild der Beugungs gur des Einzel- bzw. Doppelspal-
tes erhalten und z.B. im Fall des Doppelspaltes sehen, wie sich unterschiedliche
Werte fur Spaltweite d und Spaltabstand g auf die Struktur auswirken. Anderer-
seits wollen Sie auch gerne die bhe der auftretenden Maxima numerisch erhal-
ten, um sie mit den experimentell bestimmten Werten vergleichen zu knnen.
Sie brauchen daher die Funktionswerte aufgelistet. Mit dem Mathematica- Be-
fehl

t = Table[f (X); fX; Xmin ; Xmax ; X 0]

wird eine Tabelle erzeugt, die lhnen die Funktionswertef (x) im Intervall

[Xmin ; Xmax ] fur die Werte x;x + x;x +2 x;::: mit der Schrittweite x an-
gibt. Wahlen Sie zur Einstimmung #ir f (x) eine einfache Funktion, wie z.B.
sinx:

t = Table[Sin[x]; f x; 0; 6:3; 0:1¢]:

Durch gleichzeitiges Dricken der Tasten, Shiftt und , Enten werden die Werte
berechnet und erscheinen auf dem Monitor.
Geben Sie zustzlich den Befehl

ListPlot[t ; PlotJoined > True]:

ein, so erhalten Sie zuatzlich zu der gewinschten Au istung der Zahlen auch
die gra sche Darstellung der Funktion mit durchgezogener Linie (dank des
Zusatzes, PlotJoined > True\). Durch zus atzliche Erweiterung des Befehls in
der Form

ListPlot[t ; PlotRange > f0,2g; PlotJoined > True]:

kennen Sie bei Bedarf den y-Bereich vorgeben - hier im Beispiel O bis 2.
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Abbildung 22: Ausgabe der Befehle Table und ListPlot.

Geben Sie nach dieser Varbung nun fur f (x) die die Beugungsstruktur ~ von
Einzel- und Doppelspalt beschreibenden Funktionen ein und verscha en Sie
sich die fur die Auswertung geweinschten Zahlen und Gra ken.

In analoger Weise lonnen Sie sich nun auch Zahlenwerte und gra sche Darstel-
lungen der Fourierbilder  fer den Einzel- und Doppelspalt (Gleichungen (48)
und (54)) verscha en. dazu meissen Sie zumchst lernen, wie man bestimmte
Integrale (de nite integrals) berechnet.

Geben Sie dazu im Feld, GoTo\ die Kapitelnummer 3.5.8 ein und es o net
sich ein Fenster (Abbildung 23), dem Sie alleaiber die Berechnung bestimmter
Integrale entnehmen lennen.

Unsere Integrale haben die Form

Z Ky;

)= f(kyiyi)dky: (59)

f modifiziert

Abbildung 23: Informationen zu bestimmten Integralen (de nite integrals).

Die Integrationsvariable ist also ky (wir haben diese Bezeichnung im Anlei-
tungstext durchgehalten, um zu untersreichen, dass diese Gre etwas mit dem

transversalen Photonenimpuls in y-Richtung zu tun hat. Sie werden diese Gy e

bei der Berechnung der Integrale nasirlich einfach mit x bezeichnen). Nun gilt
es, dieses Integral bei jeweils fester Obergrenzg., fur z.B. 200 Werte vony;

zwischen d und +d auszurechnen und gra sch darzustellen. der Parametey

taucht in Gleichung (48)) nur in dem Term coskyy auf. Die Werte y; generieren
wir z.B. durch

yi = i(1=100d mit i= 100 ::; 100
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Die zu berechnenden Integrale bzw. deren Quadrate (wir brauchen die Inten-

sitaten | / (f2 4iizienx ) haben dann die Struktur

fr%odifiziert = (Integrate[ f (X;yi)]; FX; Xmin ; Xmax 9)2; fi; i min ;imax ; 19

Da wir ja in unserem Beispiel 200 solcher Integrale berechnen wollen, fertigen
wir wieder eine Tabelle an:

t = Table[(Integrate[ f (X;yi)]; ...siehe oben)

und verscha en uns mit dem ListPlot[t,...]- Befehl, wie oben die Intensitats-

verlaufe als Zahlen und gra sche Darstellung.

Durch unterschiedliche Werte fur ky., simulieren Sie schlie lich Ihre Messun-
gen zu den Fourierbildern, die Sie mit einer unterschiedlichen Zahl der zur
Bildgebung zugelassenen Beugungsmaxima aufgenommen haben.

Die zuletzt gemachten Austihrungen gelten natrlich unverandert fur analoge

Rechnungen zum Doppelspalt. Sie mssen ja lediglich das Integral von Glei-
chung (48) durch den #®ir den Doppelspalt geltigen Ausdruck (54) ersetzen.

Damit kennen Sie sich dann die unterschiedlichen Fourierbilder (siehe Abbil-
dung (17)) verscha en und schlie lich auch die Studie zur Au esungsgrenze
des Doppelspaltes durchdihren.

IX.2 Beispiele

Die folgenden Bilder zeigen Fotogra en von Objekt- und Beugungsbilder, die
im Praktikum aufgenommen wurden. Bei allen Teilbildern ist neben dem Beu-
gungsbild auch das resultierende Objektbild eingeblendet. Abbildung 24 zeigt
die Beugung an einem Spalt. Im Teilbild a) tragen alle Beugungsordnungen zur
Abbildung bei, so dass ein,scharfes Spaltbild\ erkennbar ist. Bei den Bildern b)
bis e) wurden einzelne Moden des entsprechenden Beugungsbildes ausgeblen-
det, so dass nur einzelne Ordnungen zur Bildentstehung beitragen (Tiefpass I-
ter). Deutlich ist die Intensit atsverteilung gema Abbildung 14 zu erkennen.
Das Teilbild f) zeigt zusatzlich das Spaltbild bei Ausblendung des Hauptmaxi-
mums (Hochpass lter).

In Abbildung 25 ist das Beugungsbild eines Kreuzgitters zu sehen. Im obe-
ren Bild tragen alle Ordnungen zur Bildentstehung bei und man erhalt ein
~unverfalschtes\ Objektbild. Im Bild darunter sind alle horizontalen Moden
beschnitten. In diesem Fall geht die vertikale Information des Strichgitters ver-
loren, so dass sich das Objektbild zu einem horizontalen Gitter vatndert. Die
vertikalen Striche sind im Objektbild nicht mehr vorhanden!

Abbildung 24: Beugung am Spalt.
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Abbildung 25: Beugung am Kreuzgitter.
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